Matematika — riesenia

1. Vyrieste kvadraticki rovnicu 222 — 3z — 5 = 0.

Riesenia najdeme napriklad tpravou na Uplny stvorec. Najprv celil rovnicu prepisme ako
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RieSeniami rovnice si preto x = —1 a x = 5/2.

2. Najdite vsetky rieSenia goniometrickych rovnic

(a) sin3z =1

(b) 2coswtanz(l —sinx) = 2cos?z — 1

Funkcia sinus nadobtida hodnotu rovni jednej iba vtedy, ak sa jej argument rovna 7 /2 plus Iubovolny
celociselny nésobok 27. RieSenim podilohy (a) st preto vsetky x spliajice
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Podiloha (b) je zaujimavejsia. Najprv na lavej strane rovnice dosadime tanz = sinz/cosz a nasledne

na pravej strane cos? z = 1 — sin? z. Dostaneme tak rovnicu

2sinz(1 —sinz) = 1 — 2sin’ (2.2)
a teda
nz = (23)
inr=- .
sinz = o,
¢o plati pre dve sady rieseni
1 5
T=om + 2km,x = &" + 2km, k € Z. (2.4)

3. Comu sa rovnd sinz, ak tanz = 2 a viete, ze « zodpovedd uhlu v prvom kvadrante jednotkovej kruznice?

V prvom kvadrante jednotkovej kruznice nadobtudaju funkcie sinus aj kosinus kladné hodnoty. Z rovnice

sin’r + cos’z = 1 (3.1)
tak mozno vyjadrit
cosz =\ 1—sin’z (3.2)
a nasledne
tanz = sinw sin =2 (3.3)




Prave z poslednej rovnosti vyjadrime sin x ako

sinz =2V1 —sin? z. (3.4)

Odtial po umocneni na druhi a tiprave dostaneme
4
sinz = — (3.5)
5
a kedZe v prvom kvadrante je sin 2 kladny, moézeme ustdit sinz = 2/+/5.
4. Najdite vsetky riesenia rovnic
(a) log(z +5) —log(x —5) =1 —log2

(b) logs x +log, 5 = 2

V podilohe (a) vyuzijeme znamu skuto¢nost, ze sicet (rozdiel) logaritmov je logaritmus sicinu (podielu)
ich argumentov. Na pravej strane rovnice tiez prepiseme 1 ako log 10. Dostavame tak
T+5 10

= log — =logh. 4.1
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Kedze log x je prosta funkcia argumentu x, mdézeme z horeuvedeného usuidit
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odkial po jednoduchej tiprave mame z = 15/2.
Uplne zékladné znalosti logaritmov ndm v podilohe (b) okamzite ukazu riefenie = 5. Pre vylucenie
alebo najdenie inych rieseni pouzijeme vseobecny vztah pre logaritmy réznych zakladov,

log.a
1 = =< 4.
0gp, a log, b (4.3)

pre kladné redlne cisla a, b, c. Potom uz lahko prevedieme logaritmy s neprijemnymi zakladmi na lavej
strane rovnice na logaritmy desiatkové, teda

g5+ logs = 44
Ak tato rovnicu vynasobime log z log 5, dostaneme
log? z + log? 5 = 2log zlog 5 (4.5)
alebo
(logz —log5)* = 0 (4.6)
odkial x = 5.

5. Uvazujte vektory a = (1,2,3) a b = (4,0, —1). Najdite

(a) rozdiel a—b
(b) skaldrny sucin a.b

(c) vektorovy sicin a x b



(d) jednotkovy vektor leziaci v rovine xy a zaroven kolmy na vektor a

Zlozky rozdielu vektorov a a b v podilohe (a) mozno lahko ziskat z rozdielov ich zloziek, teda
a—-b=(1-4,2-0,34+1)=(-3,2,4). (5.1)
Podobne jednoducho mozno vyjadrit aj skalarny stcin ako
ab=a;b, +ayb, +ab,=4+0-3=1, (5.2)
zatial ¢o pre vektorovy sucin plati

ax b= (ayb, —ayby,aby — azb;, azby — ayby) = (2,13, -8). (5.3)

Aby sme vyriesili podilohu (d), ndjdeme najprv taky vektor v, ktory lezi v rovine xzy a je kolmy na
vektor a. Tento vektor bude mat vo vSeobecnosti zlozky (v, vy, 0). Kolmost vektorov a a v znamend, ze

av =uv, +2v, = 0. (5.4)

Mobzeme teda napisat v = (—2vy,vy,0), z ¢oho ziskame jednotkovy vektor tak, ze ho vydelime +|v]|.
Riesenim podilohy (d) st teda dva vektory

+(-2/v5,1/V5,0). (5.5)

. Ndjdite rovnicu roviny, v ktorej lezia body A0, 1,2], B[2,0, 1], C[1, 2, 0] a najdite vzdialenost tejto roviny
od bodu 0]0,0, 0].

Aby sme nasli rovnicu hladanej roviny, ndjdeme najprv k nej norméalovy vektor n. Ten ziskame ako
vektorovy sucin

n=AB x AC, (6.1)

kde
AB=B - A=(2,-1,-1), (6.2)
AC=C—A=(1,1,-2). (6.3)

Takto dostaneme n = (3,3, 3). Kedze vsak na jeho velkosti nezédlezi, mézeme pracovat s n = (1,1, 1).
Hladana rovnica roviny bude mat preto tvar

r+y+z=3, (6.4)

kde konstantu na pravej strane sme urcili tak, aby bod A vyhovoval tejto rovnici (potom jej uz vyhovuju
aj BaC).

Oznac¢me hladant vzdialenost bodu O od nasej roviny ako dp. Ak sa potom posunieme z bodu O v smere
vektora n o vzdialenost dp, mali by sme sa dostat do bodu patriacemu rovnine. Na trovni zloziek ma
takyto bod sturadnice

O+ do— = [do/V/3,do/V3,do/V3). (6.5)

|

Dosadenim do rovnice (6.4) dostaneme dp = v/3.



7. Néajdite hlavnt poloos a relativnu excentricitu elipsy danej rovnicou

x? — 2z 4+ 2y? + 8y = 0.

Poloosi elipsy a jej excentricitu ndjdeme najlahsie tak, ze jej rovnicu upravime na zvycajny tvar

(z — $0)2 (y— y0)2
a2 + b2

=1 (7.1)

Upravou na Gplné §tvorce ziskame
2?2042 +8y=(x—1)2-1+2>y+2)>-8=0 (7.2)

a teda
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Hlavna a vedlajsia poloos nasej elipsy st teda a = 3 a b = 3/+/2. Relativna excentricita elipsy je potom

/a2 _ h2
e:aTb:i. (7.4)
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8. Uvazujte komplexné ¢islo z = 3 — 41. Vypodcitajte

(a) |z|

(b) Re(z)

(c) Im(1/z)

Pre velkost komplexného ¢isla pouZijeme zndmy vztah, podla ktorého |z]| = /32 + (—4)? = 5. Oc¢ividna
je aj redlna cast Re(z) = 3. Aby sme ur¢ili Im(1/z), pouzijeme nasledujice tpravy.
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odkial zjavne Im(1/z) = 4/25.



